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Representacion de funciones

Como ya indicamos en la introduccion de la primera parte de
Geogebra, este programa es mucho mas que un programa de geometria
dindmica por lo que constituird un excelente recurso para estudio y
representacion de funciones.

Para obtener la grafica de una funcién y = f(x) basta con introducir

la expresion a través de la linea de comandos.
'@' Entrada: [x"4-Zx"2-1

El programa le asignard un nombre, en este caso f(x) cuya ley de
formacién aparecera en la Vista algebraica y su representacion en la
Vista grafica.

Obtendremos al pulsar Enter la grafica de la funcidn:
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I_J Objetos Libres x f
. Jfx)=x%-2x-1
\_J) Objetos Dependientes

En ocasiones, serd necesario ajustar la escala de representacion
para cada uno de los ejes o realizar acciones de zoom para lograr una
mejor vision de la funcién representada.

Para conseguir estas acciones, disponemos de las opciones
necesarias a las que se accede pulsando el botén derecho del ratén en un
lugar libre de la Vista grafica.

Aparecera el menu siguiente:
Vista Grafica

1 Ejes
f£ Cuadricula
Barra de Navegacion

4, Zoom »
EjeX : EjeY 4
Mostrar todos los objetos
Vista estandar Ctrl+M

- Vista Grafica ...

Podemos observar que aparecen las opciones Zoom y EjeX:EjeY.
La primera permite ampliar o reducir la vista grafica. Las opciones
gue apareceran al pulsar sobre esta opcion aparecen en la imagen

siguiente:
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Vista Grafica
1 Ejes
f£ Cuadricula
Barra de Navegacion
&4, Zoom % " 400%
EjeX : EjeY " 200%
Mostrar todos los objetos 150%
Vista estandar Ctri+M 125%
2 Vista Grafica .. 80%
66%
50%
25%

Recordemos que también podemos hacer un zoom para acercar o
alejar la imagen con ayuda de la rueda del ratdn o pulsando sobre las

herramientas:
@, Aproximar

Q Alejar

No hay problema en hacer cualquier zoom ya que podemos volver a
la vista por defecto pulsando la opcion Vista Estandar disponible en el
menu anterior.

Para cambiar la relacidon de escala entre los ejes, al pulsar sobre la
opcion EjeX:EjeY aparecera un nuevo menu desplegable para selecciona

la nueva relacién entre los ejes X e Y (por defecto es 1:1).
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1:1000
1:500
1:200
1:100
1:50
1:20
1-10
1:5
1:2
voo1:1
21
5:1
Vista Grafica 10 -1
1 Ejes 20 -1
#f Cuadricula Lo
Barra de Navegacion LU
200:1
&, Zoom [ 500 :1
EjeX : EjeY % 1000 :1
Mostrar todos los objetos
Vista estandar Citrl+M

¢ Vista Grafica ...

Por ejemplo, si intentamos representar la funcidon f(x)=8x*+30,

comprobaremos que no aparece la representacion de la funcidn
cuadratica, por lo que es necesario ajustar valores en los ejes para
visualizar la parabola. Esto que parece un gesto automatico es muy
importante ya que nos obliga y por tanto, también a nuestro alumnado, a
interpretar la expresion para determinar el rango de valores o la variacion
gue sufre la funcién.

Por ejemplo, si seleccionamos una escala 1:20 conseguiremos que

aparezca la funcién tal y como aparece en la imagen siguiente:

b Vista Algebraica [=] | » Vista Grafica
= Funcidn
0 f(x) = 8x2 430

1504
100

504
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El rango de valores de los ejes se

. Lo Vista Grafica
ajusta de manera automatica al zoom

elegido y a la escala seleccionada en las |{— Eles
f# cuadricula

opciones anteriores, aunque como ocurre B
Barra de Mavegacion

en GeoGebra, todo es modificable para

) _ G, Zoom »
ajustarlo a nuestras necesidades. EjeX - EjeY .
Asi, para establecer un rango de Muestra Todos los Objetos
valores para la representacion de los ejes Vista Estandar Cri+

hay que acceder a la opcidon Vista grafica | vista Grafica ..

en el menu que aparece al pulsar el botdn derecho del ratdn en un espacio

libre de esta vista.

El segundo botdbn que encontramos en la parte superior

corresponde a Preferencias-Vista grafica

B(¢)E B ]

Este botédn permite modificar los valores, escalas y caracteristicas de

los ejes y de la cuadricula.

€% Preferencias =

- = S =
n«)EES

Basico | Ejex EJeYlCuadrl’cuIa

Dimensiones -

x Min:|-4.3 xMax | 18.7
y Min:|-5.44 v Max: | 6.2
EjeX : EjeY
1 S
Ejes

Muesira Ejes [] Megrita

Color: E Estilo de Trazo: ——

m

Barra de Navegacidn por Pasos de Construccidn

[T Mugstra
Botdn de Reproduccion
Botdn que abre el protocolo de construccién

Miscelaneas

Caolor de Fondo::]

Apuntes: :Automético v:

También se podra acceder a las opciones anteriores a través de

Avanzado en el menu Opciones.
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Descripciones 3
Redondeo 4
~+  Etiquetado >
4] Tamafio de letra »
= Idioma ’
2 Avanzado ...
] Guardar la configuracién

Reestablecer la configuracion por defecto

No existe una sintaxis especial para representar de manera
simultanea varias funciones ya que basta con representarlas de una en
una, ocultando o mostrando aquellas que en cada momento consideremos

necesarias.

) Objetos Libres x 54
el ) =G4
L@ alx)=x+2

) Objetos Dependientes 54

En las funciones representadas se podran estudiar sus elementos a
través de distintos comandos y opciones disponibles en GeoGebra

Por ejemplo se podran calcular los puntos de interseccién de dos
funciones ya que GeoGebra considera a cada una de ellas como un objeto

al que se pueden aplicar las distintas herramientas disponibles.
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En este caso, bastara con seleccionar la herramienta Interseccion

de dos objetos >.\/ para obtener las coordenadas de los puntos de corte

entre la parabola y la recta representadas.

3 Objetos Libres * ol
@ fx) =+ 4
L (@ glx)=x+2

__) Objetos Dependientes 5
@ A=(-2,0)
‘(@ B= (,3)

Ejemplo 1

Representar las funciones: y = x", paran = 1, 2, 3, 4.

Para obtener la representacion de las funciones anteriores, introducir
una a una las cuatro expresiones ya que al pulsar Enter irdn apareciendo

en la vista grafica.

b Vista Algebraica [%] | » Vista Grafica
=l Funcién

o f(x) = x
b g(x) = x2

----- J hix) = x*
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Para mejorar la vista obtenida de las cuatro funciones podemos
recurrir a la herramienta zoom o ajustar la escala de valores de los ejes.

Ademas, para cada una de las funciones podemos establecer sus
propiedades para cambiar el color, grosor o trazo; todo ello a través del
menu Propiedades de objeto al que se accede pulsando el boton derecho
sobre la representacion de la funcién en la vista grafica o sobre la expresion
de la funcién en la vista algebraica.

Aparece el menu de opciones siguiente:

% Preferencias &J
- == 43 o

@] E B %

= Fundion Basico | Colorl Estilo | Avanzado | Programa de Guidn - Scripting

..... 9 f(x) =x

""" 9 glx) = «* Mombre: |p

""" 9 h(x) = x Definicién: |x*

..... 5 oplx) = x

Subtitulo:

Muestra Objeto

[7] Muestra Rétulo: | Mombre
[7] Muestra Rastro

[ Objeto Fijo

|| Objeto Auxiliar

Al cambiar el color y el estilo obtendremos una nueva representacién

de las funciones, tal y como aparece en la imagen siguiente:

= Funcién '
@ f(x) = x )
-0 g(x) =

' 3 h(x) = x*

9 pk) =t
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También se podra cambiar el aspecto de cada una de las funciones y

en general de cualquier objeto, pulsando sobre la punta de flecha que

aparece junto a Vista grafica Dvista Grafica para que aparezcan las
opciones para establecer las caracteristicas del objeto previamente
seleccionado.

~ Vista Grafica

.'

* Vista Grafica

v AL W

- AN W

-
HE [ BEa.
HE EEEEN

IIIEIDD-----[I _

Vo /

Cuando las expresiones de las funciones que se desean representar

siguen alguna relaciéon, como es el caso anterior, disponemos del comando
Secuencia para generar de manera automatica la lista correspondiente a las
leyes de formacion y por tanto, también su representacion grafica.

La sintaxis de este comando es:

Secuencia[expresion, variable, valor inicial, valor final,
incremento]

Para las funciones anteriores, escribiremos en la linea de entrada la
expresion siguiente:

Secuencia[x”n,n,1,4]

El resultado serd la lista compuesta por las expresiones {x, x, x>, x*}

y la representacion de las cuatro funciones.

-10 -
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» Vista Algebraica [=] | » vista Gréfica
= Lista
Lol listad =X, ¥3, X3, X4}

24

Ademas, para limitar la representacién de una funcién para valores
de la variable independiente dentro de un intervalo [xi, X2] disponemos
del comando Funcién, cuya sintaxis es:

Funcion[f(x), x1, X2]

[ ) Entrada: |Funcidn[sing),-mm

Obteniendo la imagen siguiente:

| Objetos Libres X
) Objetos Dependientes 3
L f{x) = singx)

Utilizando la herramienta Punto se puede crear un punto sobre una
funcidn previamente representada.

Las coordenadas del punto apareceran en la vista algebraica.
Ademas, el punto se podra desplazar sobre la funcion de manera manual
o automatica, activando en este caso la Animacién automatica, para

recorrerla.

-11 -
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b Vista Algebraica (J | » vista Grafica

= Funcion f -
i@ fix) =x2—1
= Punto

“-@ A=(1.78,2.17)

0 0 2 -\y 2 3

Con los elementos anteriores, se podra construir una tabla de

valores que se recogera en la vista de hoja de calculo.
Para ello, activamos la hoja de calculo a través de la opcién

disponible en el menu Vista.

: Vista Algebraica Cirl+Mayis+A
;” Hoja de Calculo Ctri+Mayls+5S

x= Calculo Simbdlico (CAS) Cirl+Mayts+k
@\ Vista Gréfica Cirl+Mayus+1
(ﬁf Vista Grafica 2 Ctri+Mayis+2
&y Vista Gréfica 3D Ctri+Mayiis+3
Protocolo de Construccion Ctri+Mayds+L
<. Calculadora de probabilidad Ctri+Mayis+P
Teclado

¥ Campo de enfrada

- Disposicion ...

@

Actualiza las Vistas (limpia rastros) Ctrl+F
Recidlculo de todos los objetos Ctri+R

Ya solo nos queda seleccionar la herramienta Registro en hoja de
calculo que aparecera al pulsar el botén derecho del ratén sobre el punto
A. Al mover el punto A, sus coordenadas se registraran en dos columnas
de la hoja de calculo, cuyas cabeceras seran x(A) que corresponde a los

valores de la abscisa e y(A) que seran los valores de la ordenada.

-12 -
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* Vista Grafica * Hoja de Calculo
o] (68 JAlLE Je|
1 | x(A) Y(A)
5 4 2 178 217
3 1.76 2.1
1] 4 176 21
5 172 1.06
34 (3 1.7 1.80
7 17 1.89
24 8 168 1.82
/ 9 1.66 1.76
14 - 10 1.66 1.76
11 164 1,69
: : : o : : : 12 162 162
- - B \y ? ’ Y ls 1.62 162
> 14 16 1.56
15 16 1.56
o 16 16 1.66

Ejemplo 2

Estudiar las variaciones de la pendiente y la ordenada en el origen
en la funcion afin.

Comenzamos introduciendo dos deslizadores a, b y una funcion afin
genérica f(x)=ax+b

Aparecera la grafica de la funcidn afin para los valores a=1 y b=1.

) Objetos Libres X
Ja=1 _
J b=1 a=1 24
J Objetos Dependientes
D f(x)=x+1 b=1
4.— 2_
1
0
T T T T T T T
4 3 2 -1 0 1 2 3
_1 -

Al variar los valores del deslizador podemos observar las variaciones

de la grafica cuando cambia la pendiente y la ordenada en el origen.

-13 -
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Observemos que con pocas instrucciones se conseguira un buen
recurso y sobre todo visual para mostrar el significado de la pendiente y la
ordenada en el origen en una funcion afin, con la ventaja de Ia
interactividad de manera que al variar los deslizadores comprobaremos
como afectan dichos valores a la representacion de la funcion.
Representacion de funciones definidas por intervalos

Para representar una funcion definida por intervalos sera necesario
utilizar el comando condicional Si, cuya sintaxis es:

Si[condicion, accidn]
En este caso realiza la accion indicada si la condicidn es verdadera.
Y cuando escribimos:
Si[condicion, accidon_1, accion_2]
realizara la acciéon_1 cuando la condicion es verdadera y en caso
contrario, ejecutara la accion_2.
Por ejemplo, para representar la funcion:

x> -1 si x<1
f(x)=
) {—x2+2 si x>1

Escribiremos en la linea de entrada la expresion:
Si[x<1,x"2-1,-x"2+2]

Obteniendo la grafica que aparece en la imagen siguiente:

-14 -
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Cuando existan mas de dos intervalos sera necesario anidar los
comandos Si para definir la funcion.
—X si x<-=2
Por ejemplo, para representar la funcién g(x)=< 2+x si —-2<x<l1
—x*+4 si 1< x

escribiremos:
Si[x<-2,-X,Si[x<1,2+X,-x2+4]]
Obteniendo la representacidon que aparece en la imagen siguiente:
- Funcién
—-X x < =2

ogx) ={2+x  -2<x<1 44

—x! +4 :en caso contrario

Representacion de otros tipos de funciones
Ademas, GeoGebra permite representar otro tipo de funciones que

describimos a continuacion.

- 15 -
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Para representar una funcidon expresada en forma paramétrica sera
necesario utilizar el comando Curva, cuya sintaxis es:
Curva[x(t), y(t), t, ty, t2]
Cuyo resultado sera la representacion de la funcién para los valores
del parametro comprendidos en el rango de valores [t;, to].

Al introducir la expresién:
'@} Entrada: |Curva[sin(2-3t),cos(4t)t-m,m]

Obtendremos la grafica siguiente:

Utilizando el comando Curvalmplicita podemos obtener Ila
representacidén de funciones expresadas en forma explicita.

La sintaxis de este comando es CurvalImplicita[f(x,y)] siendo
f(x,y)=0 la funcion que se desea representar, aunque para expresiones
polindmicas se podra introducir directamente la expresidon f(x,y)=g(x,y)

para obtener su representacion.

b Vista Algebraica ] » vista Grafica

= Curva Implicita
e arXt-3Xy-yE=0

-16 -
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Aunque no existe un comando para representar una funcion
expresada en forma polar, podemos obtener su representacién utilizando
el comando Curva, convirtiendo las coordenadas polares a paramétricas.

Describimos el proceso en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3
Representar las funciones r = % y r=a sin(2a).

Comenzamos definiendo un deslizador de tipo NGamero para
establecer el rango de valores del parametro que utilizaremos en el

comando Curva.
f Deslizador [&J'\

Nombre

@ Numero

Angulo a

Entero Aleatorio

Intervalo | Deslizador | Animacién

Min: |0 Max: |50 Incremento: | 0.01

| Apica || cancela |

A

A continuacién introducimos la expresion correspondiente a la funcién
gue deseamos representar, suponiendo que estd expresada en forma
explicita.

Para la primera funcion, escribiremos r(x)=x/10.

Ocultamos la funcidén para que no aparezca su representacion.

A continuacion, transformamos las coordenadas polares a
parameétricas

x(t) = r(t) cos(t)
y(t) =r(t) sin(t)

Que representaremos utilizando el comando Curva.

Curva[r(t)*cos(t),r(t)*sin(t),t,0,a]

Ya solo queda arrastrar el deslizador para cambiar el rango de valores

para el parametro a.

-17 -
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= Curva Paramétrica

=34

: X = r(t) cos (t:l a.
| H < < 34

y = r(t) sen(t) - - 3
= Funcion
_ X |
e r(x) = 10
= Numero
@ a= 34

Podemos aprovechar el mismo deslizador para representar la segunda
funcién; para la que previamente definimos una nueva funcidn s(x)=x
sen(2x), utilizando a continuacidén el comando Curva de manera analoga

para convertir coordenadas.

= Curva Parametrica

H lb.x:r(t) cns(t)}o

1A
1A

t<8

Ty = r(t) sen(t)
_x=s(t) cos(t)

Ty =s(t) sen(t)} 0
= Funcion

IA

t<8

IA

ec

x

v r(x) = T 54
L0 s(x) = x sen(2x)
= Ndmero

L9 amg

"D

T T T T T
2 3 4 5

A continuacion expondremos algunas acciones que se pueden
realizar sobre las funciones representadas asi como los elementos que se

podran obtener a partir de los comandos disponibles en GeoGebra.

Estudio de una funcion
Para determinar los puntos caracteristicos de una funcion también

disponemos de algunos comandos, que se podran utilizar de manera

-18 -
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directa sobre funciones polindmicas o estableciendo un intervalo de

busqueda para otras funciones.

Raices de una funcion
El comando funcion Raiz devuelve y representa los puntos

correspondientes a las raices de una funcién. Este comando admite
distintos argumentos que relacionamos a continuacion:

e Raiz[p(x)]: devuelve las raices de una funcion polindmica.

e Raiz[f(x), Xo]: obtiene una raiz de la funcidn f(x) aplicando el

método de Newton tomando como valor inicial Xg.
e Raiz[f(x), x1, x2]: obtiene una raiz de la funcion f(x) en el

intervalo [x;, X2] aplicando el método de regula falsi.

2 Objetos Libres x
e ) =X+ 2 XX -2
) Objetos Dependientes

@ A=(-2,0) 2
@ B=(1,0)
L@ C={1,0)

F Vista Algebraica [=] | » vista Grafica
= Funcién

@ f(x) = x sen(2 x)
= Punto

9 A=(Ea4,0)
@ B=(4.71

! |AF'untc- A’ Raices[f. 3. 5]|

-19 -
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Observamos que el comando Raiz devuelve todas las raices del
polinomio, mientras que la segunda funcidn solo devolvera las raices

encontradas en el intervalo indicado.

Extremos de una funcion
Utilizando Extremo se obtendran y se representaran los puntos

correspondientes a los extremos relativos de una funcién polindmica.

) Objetos Libres X
LX) =X+ 2 KoK -2
) Objetos Dependientes
~-@ A=(-1.55,0.63) 27
L@ B=1(0.22,-2.11)

De manara analoga, con Extremo se obtendran los maximos y
minimos de una funcién no polindmica en el intervalo indicado. En este
caso, la sintaxis sera:

Extremo[f(x), x1, x2]

= Funcidn 44
3 f(x) = x sen(2x)
= Punto

-0 A=(3.14, 0)

B =(4.71,0)

J C=(1.01,0.91) \ 21

- D=(248, -2.
Punto D: Extremolf, O, 3]| [

-20 -
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Punto de inflexion de una funcion

A través del comando PuntolInflexion[p(x)] obtendremos las

coordenadas de los puntos de inflexidon de la funcidon polindmica p(x), que

ademas apareceran representados en la ventana gréfica.

2 Objetos Libres

e flX) =X+ 22X % -2
L} Objetos Dependientes
e (@ A= (-0.67, -0.74)

/A

%]

Este comando alun no esta disponible para funciones no polindmicas,

aunque podemos obtener su valor ya que los puntos de inflexion de una

funcidén seran los extremos de su derivada, por lo que bastara con obtener

la primera derivada como exponemos en el apartado siguiente.

Para el estudio de una funcidn disponemos de la herramienta

Analizador de funciones

=
-/ que al pulsar sobre una funcidon

previamente definida mostrara una tabla con los valores caracteristicos.

F Vista Algebraica
= Funcidn
e f(x) = X txi—ax—4

+ Vista Grafica

P
¥ Inspeccién de Funcion

[S5)

fix)=C+x¥-dx-4

(@]« ]

Propiedad

-21 -

Minimo

Walor
(0.8685 ,-6.0646)

Maximao

1.0

Raiz

B

Integral

-7.3333

Area

¥.3333

Media

-3.6667

Longitud

6.5748

b
14
-
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En la parte inferior del nuevo cuadro de didlogo aparecen los
extremos del intervalo que ha considerado para analizar la funcion; por lo
gue bastara con modificarlos para obtener los puntos caracteristicos en el
intervalo deseado.

Al pulsar sobre la pestafa Puntos apareceran nuevas opciones que
permitiran introducir cualquier valor de la abscisa para obtener el

correspondiente valor de la ordenada.

% Inspeccion de Funcion @

Intervalo| Puntos

X ¥(x)
15 |-4.375

FER " =N

El punto que aparece se puede desplazar para recorrer la funcion.

Al pulsar el signo + situado por encima de la columna de las

ol

X V() Derivada

ordenadas aparece un nuevo menu

Intervalo F"-Iﬂt05|

1.5 |q4.3?5 Segunda Derivada

Diferencia

Curvatura
I'TE

Que permite ampliar nuevas columnas con otros valores, como

podemos observar en esta imagen.

-22 -
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-

¥ Inspeccion de Funcién

e

fix) =+ - dx- 4

Puntos

[0 ]L&]

X ¥ix)
15 \-4.3?5

Derivada
|5.75

El signo x que aparece junto al signo + hara que desaparezca la

ultima columna de la tabla anterior.

También en la parte inferior de este cuadro de didlogo encontramos

cuatro botones que mostraran una tabla de valores, las coordenadas del

punto (que hemos utilizado anteriormente), la recta tangente y el circulo

osculador.

€7 Inspeccién de Funcidn B3
24
)=+ 17 - dx-4 E Y
14
Intervala | Puntos
+ X
; : : L
X ¥(x) Derivada
1.16 |-5.T335 2.3568

PED| | e =N

23 -
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€7 Inspeccion de Funcién Iﬁ
24

Intervala | Puntos

Paso:0.25 + X

B ’ ! X ¥l Derivada

016 -4.6103 -3.6032 -

0.41 -5.403 -2.6757

0.66 -5.9169 -1.3732

0.91 -6.0583 0.3043

1.16 -h.73356 23568 =

141 -4 3487 47843

1.66 -3310 7.5868

1.91 -1.024 10.7643

216 21033 14 3168 =
'EP iR e | VeN
&4

Ejemplo 4

La altura de un proyectil en funcion del tiempo esta representada

por la funcién h(t) = -t*> +20t+300 (altura en metros, t en segundos).

Determina:

La altura desde la que se ha lanzado el proyectil.

La altura méaxima que alcanza.

El tiempo que el proyectil esta por encima de 175 m.

El tiempo que tarda el proyectil en impactar con el suelo.

Comenzamos definiendo la funcidon h(x) = —x* +20x+300.

Observaremos que al pulsar la tecla Enter no aparece nada en la
vista grafica, en contra de lo que se ha indicado con anterioridad. Esto se
debe a que la funcion esta fuera del rango actual de la vista grafica, por lo
que hay que utilizar las opciones de zoom o ajustar la escala.

Antes de utilizar las distintas opciones para ajustar la vista grafica

para visualizar la funcién es necesario que se analice con el alumnado las
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caracteristicas de la funcién para determinar los valores por los que se
mueve.
Para cambiar la escala basta pulsar el botdn derecho del raton sobre

una zona libre de la vista grafica.

Aparecera:
Vista Grafica
v .I_ Ejes
£ cuadricula
4, Zoom »
Ejex : EjeY b

Muestra Todos los Ohbjetos
Vista Estandar

EI Vista Grafica ...

Podemos elegir pulsar la opcién Zoom o la que permite ajustar la
escala EjeX:EjeY.

Podemos combinar las dos opciones anteriores, haciendo zoom
hasta visualizar la funcion utilizando para ello la rueda del raton o las
opciones que aparecen en los bloque de herramientas, ajustando
posteriormente la escala entre los ejes.

Una vez visualizada la funcién aparecera una parabola similar a la

que mostramos en la imagen siguiente:

300

1004

T T
15 /D -5

Aprovechando las opciones gréaficas es conveniente analizar la

o
o
=
o
]
a_
w
/

trayectoria del proyectil, interpretando el significado de algunos puntos
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como pueden ser los cortes con los ejes o el extremo de la funcidn, antes
de dar respuesta a las cuestiones planteadas en esta actividad.

Para obtener la altura desde la que se ha lanzado el proyectil basta
con obtener el punto de interseccién de la funcidn con el eje Y.
Obtendremos el punto A(0,300), lo que significa que se ha lanzado desde
una altura de 300 metros.

La siguiente cuestién es determinar la altura maxima que alcanza,
gue se podra obtener utilizando el comando Extremo. El resultado
obtenido es el punto B cuyas coordenadas son (10,400), lo que significa
que alcanza una altura maxima de 400 metros a los 10 segundos de su

lanzamiento.

) Objetos Libres x
o h{x)=-x*+ 20 x + 300

|0 Objetos Dependientes B
@ A=(0,300) 4009
L@ B=(10,400)

300

T T T T T T
/40 -5 1] 5 10 15 20 25 3
h
-1004

Para determinar cuanto tiempo esta el proyectil por encima de 175
metros, podemos dibujar la recta que corresponde a esa altura,
determinando a continuacion los puntos de corte de la funcién con la recta

anterior.

3 Objetos Libres *
@ ary =175

@ h{x)=-%*+20 X+ 300 B
) Objetos Dependientes
@ A=(0,300)

- @ B=(10,400)

- @ C=(-5,175)

“ @ D=(25,175) 300

100
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C y D son los puntos de interseccién de los que solo debemos
considerar el segundo punto. Dado que D tiene de coordenadas (25,175)
podemos responder que el proyectil estd durante 25 segundos por encima
de 175 metros.

Y por ultimo, para determinar el momento en que el proyectil alcanza el
suelo basta obtener los puntos de interseccidon del eje X con la funcidn. El
resultado sera el que corresponde al punto F cuyas coordenadas son (30,

0), lo que significa que tarda 30 segundos en alcanzar el suelo.

=9 Objetos Libres *
@ Ay =175

3 R{X) = -X*+ 20 X + 300 ]
') Objetos Dependientes
@ A=(0,300)

; B =1{10, 400}

@ C={(-5,175)

v @ D=1(25,175) 300
@ E=(-10,0)
L@ F= (30, 0)

c 200+ D

[

100+

Inecuaciones
Para representar el conjunto solucion de una inecuacion, bastara con
introducirla a través de la linea de entrada.
Entrada: 3x<6
Al pulsar Enter, el conjunto solucién aparecera representado en la

Vista gréfica, tal y como mostramos en la imagen siguiente:
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# Vista Algebraica [x] | » Vista Grafica

= Inecuacion

g a:3x<h
54
4
3
2
1
o

T
] 5 4 3 2 =1 0 1 ] 3 4 5

-1
-2
=34
4

En la imagen observamos el conjunto de puntos del plano que
corresponden al conjunto solucion de la inecuacion. Si deseamos que
aparezca como conjunto solucidn el intervalo de valores de x, solo hay
que pulsar el botdén derecho sobre la vista grafica o sobre el conjunto
solucidn representado para seleccionar Propiedades de Objeto.

En la pestafia Estilo, solo hay que marcar la opcién Expone sobre
eje-x para que el conjunto solucién aparezca representado en el eje de

abscisas.

Basico Cnlanzadn Programa de Guidn - Scripting

Grosar de Trazo
U

o2 4 6 & 10 12

Estilo de Trazo: -
[7] Expone sobre eje-x
Sombreado: | Estandar - Invierte Relleno

Una vez marcada la opcién anterior, el resultado sera el que aparece

en la imagen siguiente:
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| (=]
Sh

De manera analoga se podra representar, y por tanto, resolver,

cualquier inecuacién de grado superior o de mas de una incognita.
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Utilizando el operador légico Y (A) se podra obtener el conjunto
solucién correspondiente a un sistema de inecuaciones.
Para ello, bastara con representar con escribir a A b, siendo a y b las

inecuaciones.

¥ Vista Algebraica [x] | » Vista Grafica

» Vista Algebraica [ || » vista Grafica
= Inecuacian

Ejemplo 5

‘ . . . X+y>3
Obtener el conjunto solucion del sistema de inecuaciones y §> 3}.
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Comenzamos introduciendo cada una de las ecuaciones a través de

la linea de entrada, para obtener la representacion que aparece en la

imagen siguiente:

= Inecuacidn

Para obtener el conjunto solucidn del sistema de inecuaciones,

bastara con introducir la expresion a A b.

= Inecuacién n
' ----- Carx+y>=3

O bix—y>3

: sei(x+y=3)n(x—y=3) 3

Las posibilidades que ofrece la representacion de inecuaciones nos

permite resolver problemas de programacion lineal.
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Ejemplo 6

Una empresa elabora dos productos, A y B. Cada unidad de A
requiere 2 horas en una maquina y 5 horas en una segunda maquina.
Cada unidad de B necesita 4 horas en la primera maquina y 3 horas en la
segunda maquina. Semanalmente se dispone de 100 horas en la primera
maquina y de 110 horas en la segunda.

Si la empresa obtiene un beneficio de 70 euros por cada unidad de
A, v de 50 euros por cada unidad de B, équé cantidad semanal de cada
producto debe producir con objeto de maximizar el beneficio total? éCual
es ese beneficio?

A partir de los datos construimos la tabla siguiente:

Productos Maquina 1 Maquina 2

A 2 horas 5 horas

B 4 horas 3 horas

100 horas 110 horas

Si llamamos x al nUmero de unidades del producto A, e y al nUmero
de unidades del producto B, las relaciones entre estas variables, de

acuerdo con las limitaciones de horas de cada maquina son las siguientes:

2x+4y <100
5x+3y <110
x>0
y>0
Representamos las desigualdades anteriores y obtenemos el recinto

comun.
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= Inecuacidn

O a: 2x 44y < 100 g
b:5x+3y <110 \‘"‘\

O dry =0
e: (2x+4y <100) A(5x+:

(g

-10

La funcidn que hay que maximizar es 70x+50y que definimos
introduciendo la expresion a través de la linea de entrada.
A continuacidn, para obtener los vértices del recinto, es necesario

dibujar las rectas correspondientes a las dos primeras desigualdades.

=/ Funcidn Multivariable

L@ flx,y) = T0x 50y

= Inecuacidn

-0 a: 2x4+4y < 100

-0 b:bhx4+ 3y <110
De:x=0

-~ Odiy >0

----- Je:(2x+4y <100) A (5x+.

=l Punto

----- 3 A={0,25)

----- 3 B=(10, 20)

----- 3 C={22,0)

..... J 0={(0,0)

= Recta

@ @x+2y=50

L@ i Bx+ 3y =110 -20 -1o

Ya solo queda comprobar en qué vértice se obtiene el maximo de la
funcion.

Para ello, podemos obtener el valor de la funcién para las
coordenadas de cada uno de los vértices, escribiendo a través de la linea
de entrada f(x(A),y(A)), f(x(B),y(B)),...

Como alternativa se podra obtener el comando Vértices para
obtener las soluciones de un sistema de inecuaciones.

Vértices[sistema de inecuaciones]
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También, se podra representar la recta 70x+50y=0, dibujando a
continuacién las rectas paralelas por cada uno de los vértices del recinto

para observar cual tiene mayor ordenada en el origen.

=l Funcidn Multivariable

L@ flx,y) = TOx 450y
= Inecuacion

-0 ar 2x +4y < 100
-0 b:bhx+3y <110
D erx =0

O dry >0

e (2x+4y<100) A(5 x4+
= Punto

- (@ A={0, 25)
--@ B={10,20)
- @ C=(22,0)
-3 D={0, 34)
@ 0={0,0)

= Recta
g:x+2y=50

i hx +3y=110
pTe+5y=0
k:Tx+5y=125
LTx+5y=1584
m: 7x + 5y =170

Lo L

Por tanto, el maximo de la funcion se alcanza en el vértice B cuyas

coordenadas son (10,20), lo que significa que se haran 10 unidades del
producto A y 20 del producto B.

El maximo de la funcion sera 70.10+50.20=1.700 €.

Actividades propuestas I

1. Representar las funciones siguientes:
x> +3
X2

f(x)= g(x) =vx*+1 h(x) =xsen(x).

2. Representa las siguientes funciones:

x(t) =1+ sen(t) X(t) = 2 sen(t)
{y(t) =1t cos(t) {y(t) = 3cos(t)

3. Representa la funcién siguiente definida a trozos:
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x> si x<-1

f(x)=4x*-2 si —-1<x<l1
2—X Si 1<x

. Estudiar la funcién: y=x®—4x®+2x

. En el contrato de trabajo a un vendedor de libros le ofrecen dos
alternativas:

A. Sueldo fijo al mes de 1.000 €.

B. Sueldo fijo al mes de 650 € mas el 20% de las ventas que realice.
Realiza una grafica para representar lo que ganaria en un mes con
cada una de las modalidades de trabajo. ¢A cuanto tiene que ascender
las ventas de un mes para ganar mas con la segunda modalidad de
trabajo?

. Ana tiene 6 anos y su madre 35 anos. ¢Durante cuantos afos la edad
de la madre sera mayor que el doble de la edad de Ana?

. Lanzamos una bola desde un punto situado a 1,5 metros del suelo.
Después de t segundos, la distancia de la bola al suelo en metros viene
dada por la expresién siguiente: h=-2t>+6t+15. Resolver las
siguientes cuestiones:

a. ¢Cudl es la altura maxima que alcanza la bola?

b. Determinar, con una aproximacién de una décima, el instante en

el que la bola llega al suelo.

c. Determinar, con la misma precisién, cuanto tiempo esta la bola

por encima de los 3 metros.

8. Dos particulas que se mueven sobre el eje de abscisas, se encuentran

en la posicidn que determinan en cada instante t en segundos, las

funciones siguientes:
1 2 1 2
pl(t)=5t —-t+10 pz(t)=—gt +t+8

Demuestra que las dos particulas nunca se encuentran.
b. Halla la distancia minima que existira entre las dos particulas
c. Para 0<t<10, calcula la velocidad maxima de cada una de las

particulas.
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9. Una pelota se lanza hacia arriba desde un puente. La altura que
alcanza expresada en metros viene dada por la funcidn
f(t) =-5t* +15t +12.

a. ¢A qué altura se encuentra el puente?

b. {Cudl es la velocidad media de la pelota durante el primer
segundo? ¢Y en el segundo?

c. ¢Cual es la velocidad de la pelota en el instantet = 1? éYen t =
2? Interpreta los resultados obtenidos.

d. ¢Cudl es la velocidad de la pelota en cada instante t?

e. ¢Cual es la maxima altura alcanzada por la pelota?

f. ¢Qué aceleracidn tiene la pelota en cada instante t?

10. Resuelve las inecuaciones siguientes:

X=3 gy 7 %s% X2 —7X+12>0

11. Resuelve los sistemas de inecuaciones siguientes:

X+y<3
9X+5>2x+7
3X—-2y>6
2X—-3>5x-8
X+3y=>1

12. Sea el recinto definido por las inecuaciones siguientes:
X+y<15 X<2y 0<y<6 x>0
a. Representa graficamente dicho recinto.
b. Calcula sus vértices.
c. Determina el maximo valor de la funcidon F(x,y)=8x+5y en el recinto
anterior y dénde se alcanza.

13. Un empresario fabrica camisas y pantalones para jovenes. Para
hacer una camisa se necesitan 2 metros de tela y 5 botones, y para
hacer un pantalon hacen falta 3 metros de tela, 2 botones y 1
cremallera. La empresa dispone de 1050 metros de tela, 1250 botones
y 300 cremalleras. El beneficio que se obtiene por la venta de una

camisa es de 30 euros y el de un pantalén es de 50 euros.
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Suponiendo que se vende todo lo que se fabrica, calcule el nUmero de
camisas y de pantalones que debe confeccionar para obtener el
maximo beneficio, y determine este beneficio maximo.

14. Un comerciante dispone de 1200 euros para comprar dos tipos de
manzanas A y B. Las del tipo A las compra a 0.60 euros/kg y las vende
a 0.90 euros/kg, mientras que las del tipo B, las compra a 1 euro/kg y
las vende a 1.35 euros/kg.
Sabiendo que su vehiculo a lo sumo puede transportar 1500 kg de
manzanas, écuantos kilogramos de cada tipo debera adquirir para que

el beneficio que obtenga sea maximo? ¢Cuadl seria ese beneficio?

Aplicaciones al analisis y al calculo

A continuacién, exponemos algunas aplicaciones de GeoGebra al
analisis como seran el cadlculo de limites, derivadas o integrales, sumas vy
productos.

Utilizaremos para ello las opciones de la Vista Calculo simbdlico

(CAS) que comenzaremos activando.

: Vista Algebraica Ctri+Mayis+A
;” Hoja de Calculo Ctri+Mayis+5

x= Calculo Simbdlico (CAS) Cirl+Mayus+K
@\ Vista Gréfica Ctri+Mayus+1
(jf Vista Grafica 2 Ctri+Mayls+2
A Vista Grafica 3D Ctri+May(is+3
Protocolo de Construccion Ctrli+Mayus+L
<. Calculadora de probabilidad Ctrl+Mayus+P
Teclado

¥ Campo de entrada

& Disposician ...

@

Actualiza las Vistas (limpia rastros) Ctrl+F
Recalculo de todos los objetos Ctr+R
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Recordemos que en versiones anteriores ya era posible obtener la
funciéon derivada o la integral de una funcién utilizando el comando
Derivada a través de la linea de entrada, tal y como podemos observar en

la imagen siguiente:
¥ Vista Algebraica E b Vista Grafica

= Funcién

,f(x):xcos[;_j. 15

5 8(x) = ms(; x] - G x) .

h(x) = 25 cos G x)+5 mG x) x ™1

-25 -20 18 -10 s 0 10 15 20

[N

Calculo diferencial
f.l'
Para obtener la derivada de una funcion disponemos del botdn 3
que devolvera la funcidn derivada de la expresidn sobre la que se aplique.
F Calculo Simbdlico (CAS) []

1 X senix)

Derivada: sen (x) 4+ x cos (x)

Recordemos que al marcar el circulo que aparece debajo del niumero
de orden de la fila, obtendremos su representacion en la Vista grafica y la

definicion de la funcion en la Vista algebraica.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesian. .
~ 15 7 (. @&l
H“ v s EHX_ . f"& ﬁ‘ 9 &
W) | B
b Vista Algebraica » Calculo Simbdlico (CAS) b Vista Grafica
= Funcién . ’
: flx):=Derivadalx sen(x)]
w3 f(x) = sen(x) +x 1 51
4 | = f(x) := sen(x) 4+ x cos(
| 4_
2
f
I 3_
I N
1_
]
_'3 2 Ij’l
-14
-2
4 1 3 dq | 1 | 3 -3

Ademads, como ha ocurrido con otros botones, disponemos del

comando Derivada para el célculo diferencial.

En la imagen siguiente, observamos que esta funcidén permitira

obtener derivadas de una funcién,

derivadas con

respecto a una

determinada variable y derivadas de orden superior, dependiendo de los

argumentos que se incluyan.

2 der
Derivadal <Expresidn= ]

Derivadalmplicita] =fix, y)=1

Derivadal <Expresian=, =\ariable=]
Derivadal =Expresion=, =Variable=, =0rden de Derivada (ndmera)=]

Derivadalmplicita] <Expresidn=, =\ariable Dependiente= <Variable Independiente= ]‘

2 Derivada"4-3x"2-1]

O - ax*—6x
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Para obtener una derivada de orden superior, bastara con incluir en el
comando Derivada los argumentos: funcidén, variable y orden de la
derivada.

Derivada[x4-3x"2-1]

~ 4x¥ _6x

3 Derivadalde® - Gx, x,3]

~ 24

También, puede aplicarse el comando Derivada, o el botdén
correspondiente, para obtener la expresion de la derivada de funciones

representadas de forma simbdlica, como ocurre en los ejemplos siguientes:

4 | 90 hix)
Dervada, x & h+h'g
alxMhix)
5
Ph k'
Derivada, x w
hI
In(aix))
i
r
Derivada, & —
g

Al mostrar la sintaxis del comando Derivada hemos podido observar
que también disponemos del comando DerivadaImplicita para calcular
este tipo de derivadas.

La sintaxis que admite este comando es:

DerivadaImplicita[f(x,y) para obtener la derivada implicita de la
funcion f siendo x la variable independiente e y la dependiente.

DerivadaImplicita[f,vd,vi] para obtener la derivada implicita de f

con respecto a las variables vi (independiente) y vd (dependiente).
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Derivadalmplicitafxt2-y"2]

10
X
Ty
Derivadalmplicital ey WoE+y=),x, ]
11
—x? —2xy+y’
x2 —2xy—y?

El comando Derivada cuya sintaxis ya conocemos, admite mas
opciones que exponemos a continuacion.
Afadiendo un argumento mas en la sintaxis anterior obtendremos
las derivadas de orden superior.
Por tanto, para obtener la derivada de orden n de una funcion f(x)
escribiremos:
Derivada[f(x),n]
Aprovechando las posibilidades que ofrecen los deslizadores,
podemos incluir uno para ir variando el orden de la derivada.
Por ejemplo, creamos un deslizador n que varie entre 1 y 10, con
incrementos de una unidad, y una funcién f(x)=sin(x)+cos(x) .
A continuacién introducimos el comando
Derivada[f(x), n]
Obtendremos la primera derivada de la funcion f(x).
Al variar el valor de n en el deslizador iran apareciendo las sucesivas

derivadas de la funcion.

) Objetos Libres x
@ f{x) = sin(x) + cos(x) 37
b 2 n=1 _
) Objetos Dependientes n=1
“- 3 glx) = cos(x) - sin{x) 2+
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La incorporacion de un deslizador en la expresiéon de una funcidn

permitira estudiar transformaciones en las funciones.

Ejemplo 7

2
En la funcién f(x) =%+1, dibujar la recta tangente en el punto

xX=2.

Realizar una construccion para obtener la tasa de variacion media en
el intervalo [2, 3].

Comprobar que la tasa de variacion instantanea en x=2 es el limite
de la tasa de variacion media cuando la amplitud del intervalo tiende a 0.

Introducimos la funcion y marcamos el punto de abscisa x=2.

A continuacién, trazamos la recta tangente a f(x) en el punto
anterior y marcamos un nuevo punto B sobre la funcidn; dibujando la

recta que pasa por los puntos A y B.

Desplazando el punto B sobre la funcion hasta que se acerque al
punto A podemos comprobar que la recta secante AB tiende a la recta
tangente en A.

Dado que las pendientes aparecen en la ventana de algebra,
podemos comprobar que la tasa de variacién media tienda a la tasa de

variacién instantanea cuando B tiende al punto A.
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) Objetos Libres
e )= -1F16+1
) Objetos Dependientes

@ B=(5,3.67)
@ by =0.33x+ 0.5
el iy =0.83x-05

_:) Ohjetos Libres X .
e ) =(x -1 16 +1
_} Objetos Dependientes
----- @ A=(2,117)
i@ B=(2.22,1.25)
@ by=033x+05
ey =03Tx+0.43

-4 -3 T 0 1 2 3 4

También podriamos incluir un deslizador para representar el

incremento del intervalo, tal y como aparece en la imagen siguiente:

Ejemplo 8
Una persona lanza dos bolas simultaneamente. La altura en metros

de las bolas viene dada por las expresiones siguientes, en las que el
tiempo esta expresado en segundos.

2
a(t):3t—tz+2 b(t) =8t —t> +2
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Representa la grafica de las dos funciones.
¢Cual de las dos bolas alcanza mayor altura.

¢En qué instante las dos bolas estan a la misma altura?

Q o T 9

Determina, de manera aproximada, la maxima distancia entre las

dos bolas y el instante en el que se alcanza.

Comenzamos definiendo las dos funciones que determinan la altura
de las bolas.

Al igual que en el ejemplo anterior, es necesario ajustar los valores
de los ejes y la escala para obtener una buena representacion de la
funcion.

Ademas, las funciones debemos estudiarlas para valores positivos
del tiempo y de la altura, por lo que podemos ajustar los ejes de manera
que aparezcan representados los valore que nos interesen, una vez que
previamente se haya realizado un analisis e interpretacion de las
funciones.

Al pulsar el botén derecho sobre una zona libre de la ventana
grafica, seleccionamos Vista grafica, apareceran las opciones que
muestra la siguiente imagen, en las que podemos establecer los valores

que deseamos para cada uno de los ejes.

7 Preferencias &
‘R@FEY i
Basico | EjeX | EjeY | Cuadricula

Dimensiones it
¥ Min: 4.3 ¥ Max:|17.56

y Min: -4.52 y Max: 6.3
EjeX EjeY
1 -1 (&)
Ejes
7| Mostrar ejes Negrita

Color:| Estilo de trazo: —> ~

Barra de mavegacion por pasos de construcciaon

Muestra
Boton de reproduccion

Botdn para abrir el Protocolo

Misceldneas
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Una vez ajustados, obtendremos la representacion de las funciones

gue puede ser similar a las que aparecen a continuacién:

=2 Objetos Libres x
@ alk)=3x-x14+2
LD bx)=8X-Xx+2

|2 Ohjetos Dependientes

204

Observando la grafica podemos determinar que la segunda bola, la
que corresponde a la funcion b(t) alcanza mayor altura. Para determinar
el maximo basta con utilizar el comando Extremo para cada una de las

funciones.

3 Objetos Libres *
e @ oalx)=3x-x/4+2

e b)) =8 x-xE+2

) Objetos Dependientes

@ A=(6,11)

L@ B=1(4,18)

Por tanto la mayor altura la alcanza la funcién b, que alcanza 18
metros mientras que a alcanza solo 11.

Para determinar el instante en el que las dos bolas tienen la misma
altura solo hay que encontrar los puntos de interseccidon, que

corresponden con los puntos cuyas coordenadas son (0,2) y (6.67,

- 45 -



Centro de Altos Estudios Universitarios de la OEI

10.89). Por tanto, la misma altura se alcanza en el instante inicial y a
aproximadamente a los 6.67 segundos.

) Ohjetos Libres
@ ak)=3x-x4+2
L bX)=8x-x*+2
) Ohjetos Dependientes
- @ A=(6,11)
@ B=(4,18)
, 3 C=1(0,2)
‘@ D=(6.67,10.89)

Y para la ultima cuestién, definimos una nueva funcién que
corresponda a la diferencia de alturas b(t)-a(t).

De esta funcidon basta calcular el maximo para determinar la mayor
distancia y el tiempo en el que produce.

El resultado que devuelve el programa corresponde al punto de
coordenadas (3.33,8,33), lo que significa que la maxima distancia es 8,33

metros que se alcanza a los 3.33 segundos.

) Objetos Libres

@ oak)=3x-x[4+2

L DIX) =8 X-XP+2

) Objetos Dependientes

L@ A=(6,11)

- @ B={4,18)

-@ C=(0,2)

@ D=(6.67,10.89)

- @ E=(3.33,8.33)

D X)) =8 X-XF+2-(3x-x14

Ejemplo 9

Un cuerpo que inicialmente esta en reposo es proyectado en linea
recta desde un punto A.

Después de t segundos de movimiento, el cuerpo se encuentra a

una distancia en metros del punto A dada por la expresion: s(t)=-2t%+10t?

Representa la funcion en el intervalo [1, 5].

Determina:
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a. La distancia recorrida después de 2 segundos.

b. La velocidad del cuerpo en el instante t=2 segundos.

c. La aceleracion del cuerpo ent = 2,

d. Hallar el instante en el que el cuerpo esta momentaneamente en

reposo.

Comenzando definiendo la funcién s(x), ajustando la escala para
mejorar la vista de la representacién de la funcién.

4|:|_

30

201

104

T T T T T T
1 o 1 2 3 4 5\ G

Para obtener la funcién en el intervalo [1,5], definimos una funcion

auxiliar con ayuda del comando Funcién, ocultando a continuacién la
funcidon s(x) definida previamente.
Escribiremos Funcion[s(x), 1, 5].
3 Objetos Libres *
=0 s(k)=-2x+10 %

__.'r Objetos Dependientes
el fix) =2+ 10 %7

304
204

104

Para obtener la distancia recorrida después de dos segundos, basta

calcular el valor de la funcidén para x = 2 o representar el punto (2, f(2)).
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Obtenemos que el punto tiene de coordenadas (2,24), por lo que la
distancia recorrida es de 24 metros.

La velocidad en un punto se obtiene a partir de la primera derivada
y la aceleracion a partir de la segunda, por lo que obtenemos vy

representamos las dos primeras derivadas de la funcidn inicial.

I3 Objetos Libres *
LD s(x)=-2 %+ 10 X*

() Objetos Dependientes !
e @ A=(2, 24)
e fx) =28 +10
e @ gix)=-6x*+20x
@ h(x)=-12x+20

Obtenemos el valor de las funciones anteriores para X = 2, cuyos

resultados observamos en la imagen siguiente:

i) Ohjetos Libres
e s(X) =20+ 10 8
) Ohjetos Dependientes
@ A=(2, 24)
O a=16
w0 =4
i) =2 %+ 10 ¢
b @ glx)=-6x*+20x
“e @ hix)=-12 x+320

Por tanto la velocidad es de 16 m/s y la aceleracién es de -4 m/s?.
Los instantes en los que el cuerpo esté en reposo corresponderan
con aquello puntos en los que la velocidad instantanea es cero, por lo que

basta encontrar las raices de la funcion velocidad instantanea que

corresponderan con los extremos de la funcion inicial.
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) Objetos Libres *
L slX) =2 X+ 10

¥ Objetos Dependientes '

-~ @ A=(2, 24)

- @ B=1{0,0)

C={3.330)

0= {0,0)

- E=(3.33, 37.04)

| =15

- D b=_4

- flx)=-2x3+10 x*

- @ glx

- @ hix

LS

=6 x*+20x
A2 x+ 20

)
)

Por tanto el cuerpo estard en reposo en el instante t = 3.33

segundos.

Polinomios de Taylor
Los podemos obtener a partir del comando PolinomioTaylor que se
puede utilizar tanto en la vista de CAS como a través de la linea de entrada.
La sintaxis de este comando es:
PolinomioTaylor[f, x, a, n]

PolinomioTaylor[f, a, n]
que devolvera la expresion:
f(a)+ f’(a)(x-a)+%(x-a)2+...+fn—(fl)(x-a)n
que corresponde a la polinomio de Taylor de grado n de la funcién f en el

punto x = a.

Ejemplo 10
Calcula los polinomios de Taylor de las funciones siguientes, para el
punto y el orden indicados.

a. f(x) = sen x a=n n=>5
b. flx) =e* a=0 n=7
C. f(x) = In(1+x) a=20 n=8
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Bastara utilizar el comando PolinomioTaylor para obtener la
expresion de los polinomios para cada una de las funciones, indicando los

argumentos correspondientes a cada caso.

PolinomioTaylor[sen(x)x, 1 5]

- —x—|—7‘r—|—1(x—7'r]3— ! (x — 7)°

] 120
PolinomioTaylor] e x,0,7]
2
1 1 1 1 1 1
.1 2 3 4 5 6 7
X XS X T X T 120 X T 720 ¥ T 5040
PolinomioTaylor[In(1+x),x.0,8]
3
—- x—; x2—|—; x3—: x“+; xﬁ—; x'f'—|—? x?—; x?
Ejemplo 11

Halla los polinomios de Taylor de grado menor o igual que tres de la
funcién f(x)=€e*, en el punto x = 0.
Para calcular los sucesivos desarrollos de Taylor, bastara con ejecutar
la instruccion:
PolinomioTaylor[ €% x, 0, n]
dando a n los valores 2, 3 y 4.
Qix)y=e ™

3 = g(x) = €

fix)=PolinomioTaylore",0,1]

5 - f(x) :i=x+1

h{x)=FolinomioTaylor[e"x,0,2]

4 = h(x) := ; x> 4+x+1

pix)=PolinomioTaylor[e"x,0,3]

- p(x) = é x3—|—; x>+ x+1
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A continuacién, aprovechando las opciones de representacién grafica

para observar el grado de aproximacion de los polinomios con la funcién.

* Calculo Simbolico (CAS) ~ Vista Grafica

| v —— A

4 | g=e’x

) —

f(x):=PolinomioTaylor[e"x,0,1]

| = f(x) :=x+1

h{x):=PolinomioTaylor[e"x,0,2]

2| = hix) := ; x2+x+1

p{x)=PolinomioTaylor[e*x.0,3]

1 1
- p(x) := z 13—1—2 2+ x+1

Solo nos queda efectuar un zoom para observar las aproximaciones

en un entorno del valor estudiado, en nuestro caso el 0.

Polinomio de interpolacién
El comando Polinomio cuando se aplica sobre una lista de n puntos

devuelve el polinomio de interpolacion de grado n-1.
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Una lista se expresa escribiendo los puntos entre llaves y separados
por comas. Los puntos pueden introducirse en la lista a través de su

nombre o de sus coordenadas:
{A, B, C, D} o {(x1,Y1), (X2,¥2), (X3,¥3), (Xa,Y4)}

Ejemplo 12

Obtén el polinomio de interpolacion de los puntos A(-2,-1), B(0,3),
C(1,2) y D(3,-2).

Para obtener el polinomio de interpolacién bastara con introducir los
puntos anteriores a través de la linea de comandos, utilizando a
continuacion el comando Polinomio.

Polinomio[A,B,C,D] o Polinomio[{A,B,C,D}]
Ademas de la expresién del polinomio de interpolacidon aparecera su

grafica, como podemos observar en las dos imagenes siguientes:

) Ohjetos Libres *
& A=1{-2,1)
2 B=I(0,3)
2 C=01,2)
e (@ D =13, -2)
2 Objetos Dependientes
b XY= 0436 - 0BT XE-0.2T X+ 3

- 52 -



Centro de Altos Estudios Universitarios de la OEI

Este comando permitird ajustar una curva sobre una figura de la
realidad que previamente hemos insertado en la vista grafica utilizando la

S»

herramienta Inserta imagen ¢,

-0.07 2° 4+ 0.06 = + 2.66

Integracion
Sin necesidad de recurrir a las opciones que ofrece la versidon de
CAS, GeoGebra devolvera la integral indefinida de una funcion.
Para obtener la funcion integral hay que utilizar el comando Integral
Cuya sintaxis es:
Integral[f(x)]
Ademas de devolver la expresidn de la integral, la representara en la

vista grafica como podemos observar en la imagen siguiente:

k Vista Algebraica * Vista Grafica

= Funcion

o) =

= .
1

o og(x) = - In (x> + 1)

|Funcif}n g: Integralde f- g(x)=1/2In(x=+1) +¢

2_
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Ademas, podemos determinar el valor de una integral definida, asi
como, representar las sumas inferiores y superiores, que seguro ayudaran
para exponer y desarrollar el concepto de area bajo una curva.

Para obtener el valor de una integral definida bastara con utilizar el
comando anterior, afadiendo los argumentos correspondientes a la

variable con respecto a la que integral y los extremos inferior y superior.

Integral[f(x), a, b] devolvera el resultado de I: f(x) dx.

b Vista Algebraica (%] | » Vista Grafica

= Funcion 57
0 f(x) =x*—4x2+3

= Namero 4
...... 3 a=37

%L}mero a: Integral de f desde -1 a 1

-1

Para representar las sumas inferiores y las sumas superiores
utilizaremos los comandos:

Sumalnferior[f(x), X1, X2, n]
SumasSuperior[f(x), X1, X2, n]

En los que ademas de la funcién, hay que incluir los argumentos
correspondientes al intervalo [xi;, X2] y n representa el numero de
particiones.

En las imagenes siguientes observamos los resultados que
obtendremos al aplicar los comandos anteriores para obtener el valor de
la integral, y para representar y calcular las sumas inferiores y superiores
de una funcion, para lo cual necesitamos un deslizador que establezca el

numero de particiones.
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En la siguiente imagen aparece el valor y el area representada por la

integral definida.

=l Funcidn 5
X n=1
@ f(x)y =41 —

5
= Ndmero 5
------ 9 a=13.33

En la imagen siguiente, aparecen los rectangulos correspondientes a

las sumas inferiores y superiores de la funcion.

6_
n=10
_.—

5 /—
4 /
3 /
2_
0

4 3 -2 1 ] 1 2 3 4 5

h=1213

-1
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T
1 2 3 4 5
c=1462

Mostrando los tres valores y las tres representaciones de manera
simultanea, cambiando previamente el nombre a los valores obtenidos,

conseguiremos una buena herramienta para exponer estos contenidos.

E_
n=10
—

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 S
Sinf=12.13 Ssup=1462

-1 I=13.33

Aumentando el niumero de particiones, para lo cual solo hay que
variar el deslizador, observaremos la convergencia de las sumas inferiores

y superiores hacia el valor de la integral.
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n=26 /
o i/
/
ZZ
/
/
/
/]
/
]
ZZ
L]
S e s
Sinf=12.86 Ssup=13.82
1=13.33

Ejemplo 13

Hallar el area encerrada entre

g(x)=—x*+4.

las pardbolas f(x)=x*-4 vy

Comenzamos representando las dos funciones correspondientes a

las parabolas, introduciendo sus expresiones a través de la linea de

entrada.

= Funcidn
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Para obtener el area, bastaria con aplicar el comando Integral a la
funcidon g(x)— f(x) en el intervalo [-2, 2], que claramente corresponden a
los puntos de corte que previamente podemos obtener como interseccion
de las dos funciones.

Obtendremos el resultado que aparece en la imagen siguiente:

=l Funcidn

..... 3 A=(2,0)

Como ya hemos expuesto en el bloque anterior, GeoGebra ofrece la
funcion IntegralEntre para hallar el valor del area encerrada entre dos
curvas.

Para obtener el area y su representacién, bastara con ejecutar en la
linea de entrada el comando:

IntegralEntrel[f, g, -2, 2]

El resultado aparece en la imagen siguiente:

=]
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Entre las aplicaciones que se pueden resolver a través del CAS de
GeoGebra, se encuentra la resolucidon de problemas de calculo integral.

Es légico pensar que aquellas integrales que requieran métodos
sofisticados para su resolucidon, no seran calculadas mediante las reglas
disponibles en el nucleo del programa, por lo que, en ocasiones, sera
necesario utilizar las librerias especificas de calculo integral.

Para hallar la funcién primitiva de una funciéon con respecto a una

J

variable se utilizara el botdn Integral disponible en la barra de

herramientas.
-2

x"—xz—i—cl

Ty -

Integral, x

También disponemos del comando del mismo nombre para obtener

primitivas de una funcidén o para obtener el valor de una integral definida.

Integral] <Funcidn=]

Integral] <Funcidn=, <\ariable= ]

Integral] =Funcidn=, <Valor Inicial de ¥=, =Valor Final de x=]

Integral] =Funcidn=, =Variable=, <Valor Inicial de Variable=, =Valor Final de Variable= ]
IntegralEntre] =Funcidn=, =Funcidn=, =\alor Inicial de x=, <Valor Final de x=]
IntegralEntre[ =Funcidn=, =<Funcidn=, =\ariable=, =\alor Inicial=, =Valor Final=]

g Integrallx cos(x)]

—~ cos(x) +sen(x) x+ 3

Integral[sin{a x),x]

cos
_ﬂ _|_ E-3
a

De manera analoga se podran integrar funciones en las que aparezcan
parametros como ocurre con el ultimo ejemplo de la imagen anterior.

Este mismo comando permite calcular integrales definidas.
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410 | Integral(x*+1x0 3]
- 12

11 Integral[1/(x+2),-1,1]

~ In(3)

Observemos que en este caso la sintaxis del comando para calcular
una integral definida es:
Integral(funcion, variable, extremo inferior, extremo superior)
Integral(funcion, extremo inferior, extremo superior)
En el segundo caso, cuando la funcion sea de una sola variable se

podra omitir el argumento correspondiente al nombre de la variable.

Ejemplo 14

Calcular:

J.Ol\/;dx LZXZCOSZX dx

Para obtener el valor de las integrales definidas anteriores, bastara
con ejecutar el comando Integral, para cada una de las funciones, en los

correspondientes limites de integracién.

Integral[sqri(x),0,1]
17

|
(VRS

Integralle cos(2x),0,mid]
18

. -8
32

Problemas de calculo de &reas, longitudes de curvas, volumenes y
cuantas aplicaciones se deducen de la integral definida, se resolveran a

través de este comando.

Ejemplo 15
Hallar el area limitada por las curvas:
X2 27

yzg y:x2+9
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Para facilitar la notacién, definimos las funciones f y g.

x2 27
(=% 9=

Al definirlas, aparecera la representacién grafica de cada una de ellas,

lo cual ayuda para observar el recinto del que hay que obtener el area.

b Vista Algebraica [¥] | » CcAS -Calculo Simbélico [ | » vista Grafica

= Funcidn
2

o) = ! :

x

27 d = f(x) = s

x24+9

T(x)=e16

o oslx) =

aX):=2710E+9)

[

2
- g(x) = 210

A continuacién, buscamos los puntos de corte de las dos curvas para
determinar el recinto del area que se debe calcular. Para ello, utilizaremos

el comando Resuelve.

3 Resuelve(fix)=agix))

=~ {x=3.x=-3}

Los puntos de corte corresponden a los valores de abscisas -3 y 3,
gue seran los limites de la integral definida.

Solo nos queda observar en la grafica qué funcidén es mayor en el
intervalo de integracion [-3, 3], para calcular, segun el resultado, la integral
de la diferencia f-g o de g-f, aunque podemos omitir este paso, hallando el

valor absoluto de la integral.

Integral[g(x)-fix),-3,3]

97 —06
2

—_

Para obtener la representacién del recinto del cual acabamos de
obtener el area, bastarda con utilizar el comando IntegralEntre que

ejecutaremos desde la linea de entrada.

- 61 -



Centro de Altos Estudios Universitarios de la OEI

La sintaxis de este comando es:

IntegralEntre[f(x),g(x),a,b]

b
para obtener el valor de I f(x) - g(x) dx

¥ Vista Algebraica b CAS - Cdlculo Simbdlico ¥ Vista Grafica

= Funcién . 100 = 16
- f(x) = ’ﬁ 1 2 5
@ | - =

27 fl) =7
x24+ 0
= Mimero Qlx):=271(+8)
3 b=11.14 2

G| - g(x):=

5 B =

x2 4+9

3 solve(fix)=g(x))

| Resuehe: {x=3,x= -3} =11.14

Integral[g{x)-f(x)-3,3]

9T —6
2

Con un procedimiento similar al resto de integrales resueltas

anteriormente, se determinara la convergencia de integrales impropias.

Ejemplo 16
Calcular en caso de ser convergentes, las integrales:
4o oo X +1 w1
e dx _
0 L NN Lo x? +6x+11

Para calcular cada una de las integrales bastara con introducir el
comando Integral para las funciones y limites indicados.
Asi, para la primera integral, obtendremos que es convergente y su

1 . .
valor es 3 mientras que la segunda es divergente y la tercera convergente.

* Calculo Simbélico (CAS)

1 flx)=e “{-3x)

2 f(x) == e ¥

2 | Integrallf, O, oo]

3 | Integral[(x+1)/sqri(x®),1,+o0]

- O

Integral[1/{(x*+6x+11),-00 +00]

V2

- w

2
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Calculo de limites

El limite de una funcion o de una sucesion se calcula a través del
comando Limite, cuya sintaxis es:
Limite[funcién, valor]

Limite[funcidn, variable, valor]

Ejemplo 17

Calcular: lim ——— lim ——— lim
x—1 X° —X x—0 X X—00

X2 —2x+1 . 1-cos2x x
2+ X

Utilizando el comando Limite calcularemos los limites anteriores,

cuyos resultados aparecen en la imagen siguiente:

1 | Limitefpe-2x1)(x2-x),1]
- 0

5 | Limite[(1-cos(2x))/x2,0]

- 2

Limite[(x/(2+%))"(3x), 0]
1
(e2)?

—

Para calcular los limites laterales de una funcidon utilizaremos los
comandos LimiteIzquierda y LimiteDerecha.

La sintaxis de estos dos comandos es similar a la del comando
Limite.

Ejemplo 18

Hallar los limites laterales de la funcion f en el punto x = 0, siendo:

1

f(X)= (2 + x)*

Bastard con utilizar los comandos anteriores para obtener los limites
laterales.
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2 - f(x) = {,f#x—|—2

) =(x+2)"(1/x)

Limite[f, 0]

- ?

Limitelzquierdalf, 0]
- 0

LimiteDerechalf, 0]

.

Podemos representar la funcion para tener una idea de cuales pueden

ser los valores de los limites.

k Vista Grafica

Series huméricas

Dada una serie numérica:

at+a+...+a +...

k
podra calcularse la suma parcial de orden k: 5,=)a,

n=1

h
o la suma de un numero finito de términos consecutivos: Zan =S = Sk

n=k

y la suma de los infinitos términos, si la serie es convergente: S:Zan

n=1
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Estas operaciones se realizaran a través del comando Suma, cuya
sintaxis es:

Sumal[expresion, variable, valor_.inicial, valor_final]

Ejemplo 19

a. Hallar la suma de los cien primeros términos de la serie de término

general a, =———
n(n+1)

b. Calcular la suma de los veinte primeros términos de la serie cuyo

n+1
2n+1

término general es b, =

Para calcular las sumas parciales, ejecutamos la opcién Suma con las

expresiones y valores para los términos que deseamos sumar.

b CAS - Calculo Simbélico (=]
f{k):=1/(n*(n+1))

- f(k) :=

n? 4+n

Sumalfin),n,1,100)

100

—_  —

101

Sumalin+1¥2Zn+1),n,1,20)

73604440944748942
6845630929362225

4 Sumalin+1¥2n+1),n,1,20)

= 10.75

|

Recordemos que pulsando el botén obtendremos una
aproximacion de los resultados obtenidos.
El comando Suma permite hallar expresiones ya conocidas, como la

suma de los cuadrados o los cubos de los n primeros niumeros naturales.
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Sumaik® k1,n)

1,1, 1
g Ty +gh

Factoriza[$5]

- %(2n+1) (n+1)n

Sumaik® k,1,n)

1, 1, 1,
P

Factoriza[57]

1
- E1;n+1;|2 n?

Hemos utilizado el comando Factoriza para expresar en la forma
conocida las férmulas obtenidas en las sumas anteriores.

Un proceso similar utilizaremos para obtener el producto de los n
primeros términos de una sucesion; para ello disponemos del comando

Producto, cuya sintaxis es similar al comando anterior.

Ejemplo 20
Calcular el producto de los cinco primeros términos de cada una de las
sucesiones:
2n»l _
an = 3n+1 bn - ﬂ2

Para calcular el producto de los cinco primeros términos, bastara con
utilizar el comando Producto, indicando los valores inicial y final de la serie

que se desea sumar.
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Producto[24(n-143%n+1),n,1,5]

1024
3486784401

10 | Productoln®n,1,5]

- 14400

Actividades propuestas 11

1. Hallar las derivadas de las funciones:

sen X

a. f(x)= b. g(x)=|n(%)

1+ cos x

b. f(x)= i—_x d. f(x):3/1+tg(x+1j
+ X X

2. Calcular f?y g?%
f(x) =V1+x° g(x) = x* senx

sen(x +Y)

3. Calcular la derivada quinta de la funcién f(x,y) = .

, respecto

de y tres veces y dos respecto de x.

2X+5

4. Dibujar la grafica de la funcion f(x)=2—2, hallar la ecuacion de la
X"+

recta tangente en el punto x = -1.

5. Dada la funcion f(x):x+5, hallar kK para que x=-1 sea un maximo
X

relativo.

6. Obtener los polinomios de Taylor de la funcidon coseno en x = 0, de
diferentes grados.

7. Hallar los polinomios de Taylor de grados 5, 10 y 15 de la funcion f

1+x

N

8. Halla el polinomio de interpolacién de los puntos siguientes: A(-2,
1), B(0, 3), C(1, 1) y D(2, 3).

en x=0. f(x) =
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X3 +1
9. Calcular:  a. [(x —1)cos xdx b. | dx
X—5
e [ d. [SNX gy
Ix +1 1+sen x
10. Calcular:
dx
a.|——— b. | x* Inx dx
'[(x+l)\/; '[
C. J'x2 In x dx d. ICOSZX dx
cos? X
z 2 —
11. Hallar: O [ b. [ — dx c._[zzx Lo
0 COS X 01+X 0 2X+1
12. Hallar el area limitada por las curvas de ecuaciones:
y = 6Xx— X y =x* —2x
13. Determinar el valor de las siguientes integrales impropias:
+00 1 +00 1 2 X2
a. ——dx b. dx C. dx
-[00 x* +6x+11 J.O xv/In x 'L«/4—x2
14. Calcular en caso de ser convergentes, las integrales:
2
J- 1 _dx J- 1+3x dx C-_[ In(1+ x) dx
a. 1+4x b. ? X 1 X
15. Calcular :
2
a.  lim— "X b. lim "X
x>0 1+ 2In senx Xt X
16. Hallar los limites cuando x tiende a cero por la derecha y por
la izquierda de la funcion:
1
F)=—"
2-— 2%
17. Hallar la suma de los n primeros términos de las series

numericas:
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1 1 1

a. l+—+—+— 1.2
5 5 5

+—+—+
12 20

N |-
+
ol

18. Dada la funcion:
f(xX)=x*(x—2)°

a. Calcular los maximos y minimos de la funcion f e indicar los
intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad vy
convexidad.

b. Calcula el valor de la siguiente integral:

joz f (x) dx
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